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O presente tutorial visa cobrir os fundamentos do eletromagnetismo, de forma condensada e clara.
Alguns exerc´ıcios resolvidos e propostos foram inclu´ıdos. Assume-se conhecimento de eletricidade
ba´sica, derivadas parciais e integrais mu´ltiplas.
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I. CONCEITOS E DEFINIC¸O˜ES
PRELIMINARES
A. Carga ele´trica
No sistema internacional de unidades (SI)1, adotado no
presente tutorial, utiliza-se o metro [m] como unidade de
comprimento, o kilograma [kg] como unidade de massa,
e o segundo [s] como unidade de tempo. Para o eletro-
magnetismo, e´ necessa´rio mais uma unidade ba´sica de
medida – para a carga ele´trica. Esta unidade e´ deno-
minada coulomb [C].
O coulomb e´ a carga que, quando colocada no
va´cuo, a 1 m de uma carga igual, repele-a com uma
forc¸a de 8, 9874× 109 newtons [N].
Nota: a carga do ele´tron e´ de 1, 6× 10−19 [C].
B. Campo ele´trico, campo magne´tico e forc¸a de
Lorentz
A qualquer regia˜o onde uma carga ele´trica q experi-
menta uma forc¸a ele´trica associa-se o conceito de campo
ele´trico, que e´ usualmente uma func¸a˜o vetorial do espac¸o
e do tempo. A forc¸a e´ devida presenc¸a de outras cargas
na regia˜o. A intensidade do campo ele´trico num dado
ponto e´ igual forc¸a por unidade de carga colocada nesse






Analogamente, um corpo magnetizado produz um
campo magne´tico ao seu redor. Quando colocamos uma
carga ele´trica em repouso em um campo magne´tico, nen-
huma forc¸a e´ observada sobre a carga. Mas quando
esta se movimenta em uma regia˜o onde ha´ um campo




~v × µ0 ~H
)
. (2)
µ0 e´ uma constante dimensional chamada de permeabil-
idade do va´cuo (a ser discutida adiante), e ~H e´ a inten-
sidade do campo magne´tico. Definiremos a densidade do
fluxo magne´tico no espac¸o livre como:
~B∗ = µ0 ~H. (3)
Note que a intensidade do campo (ou densidade do
fluxo) magne´tico e´ tambe´m uma func¸a˜o vetorial que de-
pende das coordenadas de posic¸a˜o e tambe´m pode variar
no tempo.
A forc¸a de Lorentz e´ a soma vetorial das duas forc¸as
estabelecidas em (1) e (2), isto e´:
~F = q( ~E + ~v × µ0 ~H). (4)
A lei de Lorentz expressa o efeito do campo eletro-
magne´tico numa carga em movimento.
C. Unidades
A lei de Lorentz define as unidades de ~E e de µ0 ~H, con-

















E da Eq. 2, 3 e 5, temos:











onde [T] e´ a unidade derivada Tesla. Neste ponto, note
que na˜o podemos afirmar qual a unidade de H e de µ0
TABLE I: Conversa˜o entre unidades SI e Gaussiano (CGS)
para o campo magne´tico.
tipo campo CGS SI
fluxo ~B [G] 10−4 [T]




separadamente. Veremos posteriormente [c.f. Eq. 29]
que a unidade derivada de H e´ [H] = [A]/[m], onde a
unidade derivada Ampe`re para a corrente ele´trica e´ dada
por: [A] = [C]/[s]. Com esta informac¸a˜o, e dada a Eq.











onde [h] e´ a unidade derivada Henry, e [W], a unidade
derivada Weber. O valor nume´rico de µ0 e´ de µ0 = 4π×
10−7 [h]/[m].
Unidades equivalentes no sistema gaussiano (ou CGS)
sa˜o: para a densidade do fluxo magne´tico, [G] = Gauss; e
para a intensidade do campo magne´tico, [Oe] = Oersted.
Na Tab. I apresentamos a conversa˜o entre estas unidades.
Observac¸a˜o: Ale´m da conversa˜o entre unidades, e´
poss´ıvel converter fluxo em intensidade e vice-versa.
Exerc´ıcio 1: Seja o valor da intensidade do campo
magne´tico num ponto dado por ~H = 1900 [Oe]. Qual o
valor da densidade de fluxo magne´tico ~B correspondente,
em unidade [T]?
Soluc¸a˜o: Primeiro, devemos converter [Oe] → [A]/[m].




E enta˜o converter para fluxo:










⇒ B = 0, 19[T ]
Note, portanto, que para passar de intensidade em [Oe]
para fluxo em [T] basta multiplicar por 10−4.
D. Densidade e corrente de carga; distribuic¸o˜es
singulares de carga e de corrente
Distribuic¸o˜es cont´ınuas de carga podem ser descritas
utilizando-se o conceito de densidade de carga, ρ, que
3e´ uma func¸a˜o escalar que pode depender da posic¸a˜o e
do tempo. Seja um volume pequeno ∆V comparado a`s
dimenso˜es do sistema, enta˜o:
ρ(~r, t) ≡ carga em ∆V
∆V
(9)
Distribuic¸o˜es singulares de carga (ie, conceitos limites
de superf´ıcie, linha e ponto) sa˜o definidas em termos de




















onde h e´ a espessura de um elemento de volume de carga.
Nestas equac¸o˜es, os escalares dV, dA e dλ sa˜o, respecti-
vamente, elemento de volume, elemento de a´rea e elemen-
to de linha (com eixo de coordenadas paralelo ao vetor
unita´rio nˆ, que tem direc¸a˜o perpendicular a` superf´ıcie
carregada).
A densidade de corrente ~J e´ definida por:
~J = ρ~v, (13)
onde ~v e´ a velocidade da carga. Portanto ~J mede a taxa
de transporte de um elemento de carga por unidade de
a´rea: ~J ≡ dq/(d ~Adt), onde o vetor d ~A tem mo´dulo igual
ao elemento de a´rea dA e direc¸a˜o normal a` superf´ıcie:
d ~A = d(Anˆ) = nˆdA.
As distribuic¸o˜es singulares de corrente sa˜o a corrente














E. Resistividade, Condutividade, Forma Pontual
da Lei de Ohm, Lei de Joule






onde V e´ a voltagem (ver comenta´rio apo´s a Eq. 35) e I,
a corrente linear. A unidade de R e´ [Ohm], definida como
a resisteˆncia entre dois pontos de um condutor atrave´s do
qual uma corrente de 1 Ampe`re flui como resultado de
uma diferenc¸a de potencial de 1 Volt aplicado entre os
dois pontos.




onde A e´ a a´rea e λ o comprimento do material, tendo
portanto unidades de [Ohm][m].




tendo portanto unidades de [Ohm−1][m−1] ou
[Siemens][m−1].
A forma pontual da Lei de Ohm e´ dada por:
~J = σ ~E. (19)
A forc¸a diferencial exercida por um campo ele´trico
para mover uma carga diferencial ρdV e´ dada por d~F =
~EρdV , sendo o trabalho incremental dW = d~F · d~λ =





= ρdV ~E · d
~λ
dt
= ρdV ~E · ~v. (20)
Dada a Eq. 13, notamos que:
dP = ~E · ~JdV. (21)








II. LEIS DE MAXWELL NO ESPAC¸O LIVRE
Em oposic¸a˜o a` lei de Lorentz, que descreve o movi-
mento de cargas a partir do campo eletromagne´tico,
nesta sec¸a˜o estaremos interessados nos efeitos da exis-
teˆncia de cargas e de seu movimento (ie, as “fontes”) so-
bre o campo eletromagne´tico. Isto e´, como as fontes do
campo eletromagne´tico, expressas em termos de cargas
ele´tricas e densidades de corrente, da˜o origem ao campo
ele´trico e magne´tico. Estes efeitos sa˜o descritos pelas Leis
de Maxwell, que podem ser formuladas em equac¸o˜es inte-
grais ou diferenciais. As leis integrais podem ser usadas
para determinar os campos em configurac¸o˜es sime´tricas
de carga, mas para problemas mais gerais ou real´ısticos,
e´ necessa´rio o uso das leis diferencias, aplica´veis a cada
ponto do espac¸o.
4A. Leis Integrais de Maxwell no espac¸o livre
A lei de Gauss [Eq. 23] descreve como a intensi-
dade do campo ele´trico se relaciona com sua fonte,
a densidade de carga.
∮
A




A permissividade do espac¸o livre ǫ0 e´ uma constante
emp´ırica. Verifiquemos sua unidade. Primeiro, note que
a unidade resultante do lado direito da Eq. 23 e´ [C], a
carga ele´trica dentro do volume V, cuja a´rea (fechada)
superficial e´ A. No lado esquerdo, temos na integral um
produto escalar entre dois vetores: a densidade do fluxo
de deslocamento ele´trico com no espac¸o livre, definido
por:
~D∗ ≡ ǫ0 ~E, (24)
e o elemento de a´rea, d ~A. A unidade deste e´ [m]2, e a
do fluxo ele´trico devera´ ser, por questo˜es dimensionais,
[D∗] = [C]/[m]2. Pore´m, sabemos que a dimensa˜o de ~E e´
[V]/[m], logo a de ǫ0 so´ pode ser [C]/([V][m]), ou, usando
a unidade derivada Farad [F], [ǫ0] = [F]/[m]. O valor
nume´rico de ǫ0 e´ 8.854× 10−12 [F]/[m], ou, para facilitar
os ca´lculos, 10−9/36π [F]/[m] .
Exerc´ıcio 2: Derive a Lei de Coulomb (lei do inverso
do quadrado da distaˆncia para duas cargas ele´tricas em
repouso, q1 e q2, situadas a uma distaˆncia ~d12 = rrˆ12





a partir da lei integral de Gauss [Eq. 23], e da lei da forc¸a
de Lorentz [Eq. 4].
Soluc¸a˜o: Seja uma carga q1 na origem do sistema de
coordenadas. Dada a simetria esfe´rica da distribuic¸a˜o de
carga, o campo ele´trico devera´ depender da coordenada
radial r e independer das coordenadas angulares θ e φ.














Como toda a carga esta´ concentrada na origem, a integral
volume´trica [Eq. 23] fornece simplesmente a carga q1.
Assim,
ǫ0Er4πr
2 = q1 ⇒ ~E = q1
4πǫ0r2
rˆ. (27)
De acordo com a Eq. 4, no local onde esta´ q2, o campo
~E gerado pela carga q1 impo˜e uma forc¸a em q2 dada por:







Ficando assim demonstrada a lei de Couloumb.
A lei integral de Ampe`re [Eq. 29] descreve como a
intensidade do campo magne´tico se relaciona com
sua fonte, a densidade de corrente.
∮
C
~H · d~l =
∫
A




ǫ0 ~E · d ~A, (29)
onde a superf´ıcie aberta A e´ cercada pelo contorno de
linha C, e d~l e´ o elemento de linha do contorno C. E´





Observac¸a˜o: Note que na lei de Ampe`re, o campo
~H aparece sem ser multiplicado pela permeabilidade do
va´cuo, µ0. Assim, fica evidente pela lei de Ampe`re que
[H] = [C]/([m][s])=[A]/[m], como ja´ mencionado anteri-
ormente.
Exerc´ıcio 3: Derive a lei de conservac¸a˜o da carga (ou
de continuidade),∮
A





a partir da lei integral de Gauss [Eq. 23], e da lei de
Ampe`re [Eq. 29].
Soluc¸a˜o: Apliquemos a lei de Ampe`re para uma su-
perf´ıcie fechada. Isto significa que o contorno vai se
“fechando” ate´ tender a zero (numa analogia onde a su-
perf´ıcie pode ser vista como uma bolsa de pano onde o
contorno e´ uma cordinha que a fecha). Assim, a integral
de contorno vai a zero e as integrais de superf´ıcie abertas
viram integrais de superf´ıcie fechadas:∮
A




ǫ0 ~E · d ~A = 0. (31)
Mas, pela [Eq. 23], a integral do segundo termo da eq.
acima e´ dada pela integral volume´trica da carga, o que
enta˜o demonstra a lei de continuidade.
Observac¸a˜o: As leis de Gauss [Eq. 23] e Ampe`re [Eq.
29] relacionam os campos a`s fontes, e estas esta˜o rela-
cionadas pela lei de conservac¸a˜o da carga [Eq. 30]. As
pro´ximas duas leis lidam apenas com campos.
A lei integral de Faraday [Eq. 32] estabelece que
a circulac¸a˜o de ~E no contorno C e´ determinada
pela taxa de mudanc¸a temporal do fluxo magne´tico
atrave´s da superf´ıcie limitada pelo contorno.
∮
C




µ0 ~H · d ~A. (32)
5Exerc´ıcio 4: Discuta o significado de uma regia˜o onde a
intensidade do campo ele´trico na˜o apresenta circulac¸a˜o.
Que formas para o contorno C devem ser escolhidas para
que a lei de Faraday seja va´lida neste caso? Exemplifique.
Soluc¸a˜o: Pela lei de Faraday [Eq. 32], uma regia˜o onde
a intensidade do campo ele´trico na˜o apresenta circulac¸a˜o,
isto e´, ∮
C






µ0 ~H · d ~A = 0, (34)
ou seja, a taxa de mudanc¸a do fluxo magne´tico com o
tempo e´ desprez´ıvel. Esta condic¸a˜o prevalece em sistemas
quase-eletrosta´ticos.
O mais interessante nesta situac¸a˜o e´ o fato de que,
seja qual for o contorno usado ao longo da integrac¸a˜o do
campo ~E sem circulac¸a˜o, a Eq. 33 sempre da´ zero. Isto
significa que a integral de caminho (do campo ~E sem cir-
culac¸a˜o) entre entre dois pontos arbitra´rios independende
do caminho escolhido. Chamamos de forc¸a eletromotriz




~E · d~l. (35)
Assim, para uma regia˜o onde a intensidade do campo
ele´trico na˜o apresenta circulac¸a˜o, a forc¸a eletromotriz in-
depende do caminho escolhido. Neste caso, a forc¸a eletro-
motriz e´ chamada de voltagem entre dois pontos.
Um exemplo de uma regia˜o onde a intensidade do
campo ele´trico na˜o apresenta circulac¸a˜o e´ aquela entre
duas placas paralelas com densidade de carga uniforme
gerando um campo ele´trico esta´tico entre as mesmas.
A lei integral de Gauss para o fluxo magne´tico
[Eq. 36] estabelece que o fluxo magne´tico resul-
tante de qualquer regia˜o delimitada por uma su-
perf´ıcie fechada e´ zero.
∮
A
µ0 ~H · d ~A = 0. (36)
B. Condic¸o˜es de continuidade
O que ocorre, por exemplo, com a intensidade do
campo magne´tico entre dois lados de uma superf´ıcie car-
regada? Para lidarmos com singularidades de superf´ıcie
e´ necessa´rio a imposic¸a˜o de condic¸o˜es de contorno. Estas
podem ser deduzidas diretamente das Eqs. de Maxwell.
Aqui iremos apenas listar estas condic¸o˜es.
A componente normal da densidade do fluxo de
deslocamento ele´trico e´ descont´ınua (sofre um
“salto”) na presenc¸a de cargas na superf´ıcie que
separa duas regio˜es (α, β) do campo [Eq. 37].
nˆ ·
(
ǫ0 ~Eα − ǫ0 ~Eβ
)
= σs. (37)
A componente tangencial da intensidade magne´tica
e´ descont´ınua (sofre um “salto”) na presenc¸a de
uma corrente superficial que separa duas regio˜es (α,






A componente tangencial da intensidade do campo
ele´trico e´ cont´ınua na presenc¸a de uma densidade
superficial de cargas que separa duas regio˜es (α, β)






A componente normal do fluxo magne´tico e´




µ0 ~Hα − µ0 ~Hβ
)
= 0. (40)
A componente normal da densidade de corrente e´
descont´ınua entre duas regio˜es (α, β) do campo so-
mente se a densidade superficial de cargas mudar








Exerc´ıcio 5: Deduza todas as equac¸o˜es de continuidade
desta sec¸a˜o.
6C. Leis Diferenciais de Maxwell no espac¸o livre
Utilizaremos dois teoremas u´teis para passarmos das
leis integrais para as leis diferenciais de Maxwell.
O teorema integral de Gauss estabelece a corres-
pondeˆncia entre a integral de uma a´rea fechada ar-
bitra´ria de um campo e a integral volume´trica (limi-




~F · d ~A =
∫
V
∇ · ~FdV. (42)
O teorema integral de Stokes estabelece a corres-
pondeˆncia entre a integral de um contorno fechado
arbitra´rio de um campo e a integral de superf´ıcie (li-




~F · d~l =
∫
A
∇× ~F · d ~A. (43)
Apresentaremos, sem demonstrac¸a˜o, as leis diferenciais
de Maxwell, que sa˜o obtidas diretamente dos teoremas
das Eqs. 42 e 43.
A lei de Gauss:
∇ · ǫ0 ~E = ρ
ou
∇ · ~D∗ = ρ. (44)
A lei de Ampe`re:








A lei de Faraday:








A lei de Gauss para o campo magne´tico:
∇ · µ0 ~H = 0
ou
∇ · ~B∗ = 0. (47)
Por fim, a equac¸a˜o de continuidade (ou conservac¸a˜o de
carga), em forma diferencial:
∇ · ~J = −∂ρ
∂t
. (48)
Exerc´ıcio 6: Deduza as leis diferenciais de Maxwell e
a lei diferencial de continuidade de carga a partir das
correspondentes leis integrais, utilizando os teoremas de
Gauss e de Stokes.
III. LEIS DE MAXWELL EM MEIOS
MATERIAIS
A. Polarizac¸a˜o
Definamos a densidade de carga total como constitu´ıda
de duas componentes,
ρ = ρlivre + ρpar, (49)
onde o primeiro termo se refere a cargas que podem se
mover livremente de um s´ıtio atoˆmico a outro, como
num condutor; e o segundo termo se refere a cargas em-
parelhadas, como num material composto por a´tomos,
mole´culas ou grupos de mole´culas (domı´nios), no qual a
presenc¸a de um campo ele´trico induz momentos de dipolo
ele´tricos, definidos por:
~p = q~d, (50)
onde ~d e´ a distaˆncia entre um par de cargas opostas em-
parelhadas.
A densidade de polarizac¸a˜o e´ definida por:
~P ≡ Nq~d, (51)
onde N e´ o nu´mero de part´ıculas polarizadas por unidade
de volume. Pode-se demonstrar que:
ρpar = −∇ · ~P . (52)
Exerc´ıcio 7: Deduza a Eq. 52.
Soluc¸a˜o: Seja um meio contendo cargas emparelhadas.
Por definic¸a˜o, a carga total efetiva deste meio, num vo-





Uma segunda maneira de calcular isto e´ considerando um
elemento de a´rea da superf´ıcie desta regia˜o. Na vizin-
hanc¸a deste elemento de a´rea, todos os centros de carga
positiva esta˜o para fora da superf´ıcie do elemento de vo-
lume dV = ~d ·d ~A, com os centros de carga negativa para
a parte de dentro da superf´ıcie. Estes contribuem com
7uma carga efetiva negativa para V . Existem N ~d · d ~A





qN ~d · d ~A = −
∮
A
~P · d ~A. (54)
Igualando a eq. acima com a anterior, e usando o teorema





~P · d ~A = −
∫
V
∇ · ~PdV. (55)
Dada a arbitrariedade do volume de integrac¸a˜o, os inte-
grandos da eq. acima sa˜o portanto ideˆnticos, o que prova
a Eq. 52.
Definamos a densidade do fluxo de deslocamento
ele´trico em meios materiais como:
~D ≡ ǫ0 ~E + ~P = ~D∗ + ~P . (56)
Tomando o divergente da equac¸a˜o acima, e levando em
conta as Eqs. 44 e 52, temos:
∇ · ~D = ∇ · ǫ0 ~E +∇ · ~P
= ρ− ρpar
= ρlivre (57)
A condic¸a˜o de continuidade da componente normal do






Se o meio material for eletricamente linear e isotro´pico,
enta˜o ha´ uma relac¸a˜o linear entre ~P e ~E:
~P = ǫ0χe ~E, (59)
onde χe e´ a susceptibilidade diele´trica, donde escrevemos:
~D = ǫ ~E, (60)
com a permissividade do material definida como:
ǫ ≡ ǫ0(1 + χe). (61)
B. Magnetizac¸a˜o
As fontes do campo magne´tico em meios materiais sa˜o
dipolos magne´ticos (mais ou menos alinhados) de ele´trons
individuais ou correntes causadas por ele´trons “circu-
lantes”. Faremos a seguinte identificac¸a˜o do momento de
dipolo magne´tico ~m com o momento de dipolo ele´trico
definido na sec¸a˜o anterior:
~p↔ µ0 ~m. (62)
Assim, em completa analogia com a sec¸a˜o anterior,
temos:
A densidade de magnetizac¸a˜o:
~M = N ~m. (63)
A densidade de carga magne´tica:
ρm ≡ −∇ · µ0 ~M. (64)
A lei de Gauss para o campo magne´tico em meios ma-
teriais:
∇ · µ0 ~H = ρm
ou
∇ · ~B∗ = −∇ · µ0 ~M
ou
∇ · ~B = 0, (65)
onde
~B ≡ µ0 ~H + µ0 ~M = ~B∗ + µ0 ~M (66)
e´ a densidade de fluxo magne´tico em meios materiais.
A lei de Faraday em meios materiais e´ escrita como:




E a lei de Ampe`re em meios materiais,




Analogamente, a condic¸a˜o de continuidade da compo-






No caso de meios linearmente magnetizados:
~M = χm ~H, (70)
onde χm e´ a susceptibilidade magne´tica. Assim, podemos
definir neste caso:
~B = µ ~H, (71)
com
µ ≡ µ0(1 + χm), (72)
onde µ e´ a permeabilidade do material.
IV. MISCELAˆNEA
A. Teoremas u´teis de campos vetoriais
1. Teorema de Helmholtz
Dados o divergente e o rotacional de um campo vetorial
~F (~r),
∇ · ~F (~r) = D(~r), (73)
8∇× ~F (~r) = ~C(~r), (74)
podemos determina´-lo univocamente?
A resposta e´ sim (Teorema de Helmholtz), desde que,
para r → ∞: (i) D(~r) e ~C(~r) ambos forem a zero mais
rapidamente do que 1/r2, e (i) ~F (~r) for a zero. Neste
caso:






















2. Campos Solenoidais e Irrotacionais
Campos solenoidais sa˜o aqueles sem divergente:
∇ · ~F = 0; (76)
e campos irrotacionais sa˜o aqueles sem rotacional:
∇× ~F = 0. (77)
Teorema para Campos Solenoidais: As condic¸o˜es a
seguir sa˜o equivalentes:








~F · d ~A = 0 para qualquer superf´ıcie fechada.
4. ~F = ∇ × ~W , onde ~W e´ dito potencial vetorial do
campo ~F . O campo ~W na˜o e´ u´nico, pois tomando-
se ~W ′ → ~W+∇Φ(~r), temos que ∇× ~W = ∇× ~W ′,
uma vez que ∇×∇Φ(~r) = 0.
Teorema para Campos Irrotacionais: As condic¸o˜es a
seguir sa˜o equivalentes:








~F · d~l = 0 para qualquer contorno fechado.
4. ~F = −∇Φ(~r), onde Φ(~r) e´ dito potencial escalar
do campo ~F . O campo Φ(~r) na˜o e´ u´nico, pois
tomando-se Φ(~r)′ → Φ(~r) + b, onde b e´ uma con-
stante, temos que ∇Φ(~r) = ∇Φ(~r)′, uma vez que
∇b = 0.
B. Evoluc¸a˜o temporal dos campos
Suponha que num determinado instante, t = t0, sa˜o
fornecidos os campos para todo o espac¸o: ~E(~r, t0),
~H(~r, t0)
2 e ~v(~r, t0), onde estamos considerando uma
regia˜o com part´ıculas de massa m, velocidade ~v e carga
q no va´cuo. Segue que, pela lei de Gauss [Eq. 44], a
distribuic¸a˜o de densidade de carga fica determinada para
este tempo:
ρ(~r, t0) = ∇ · ǫ0 ~E(~r, t0). (78)
Tambe´m segue que a densidade de corrente tambe´m (c.f.
Eq. 13):
~J(~r, t0) = ρ(~r, t0)~v(~r, t0). (79)
















[∇× ~H(~r, t0)− ~J(~r, t0)]. (81)












tambe´m fica determinado de acordo
com a lei de Lorentz [Eq. 4]. Para um instante seguinte,
t = t0 +∆t, os campos evoluem de acordo com:






onde ~F simboliza qualquer um dos ~E, ~H ou ~v.
C. Quasi-eletrosta´tica e quasi-magnetosta´tica




∼ 0 [c.f. Eq. 45] (⇒ quasi-




∼ 0 [c.f. Eq. 46] (⇒ quasi-eletrosta´tica),
quaisquer efeitos de onda eletromagne´tica tambe´m sa˜o
desprez´ıveis, visto que a onda e´ origina´ria de um acopla-
mento entre aqueles dois termos.
Em casos quasi-esta´ticos, dadas as fontes em um deter-
minado instante de tempo, os campos no mesmo instante
de tempo sa˜o determinados sem relac¸a˜o com o estado das
fontes num instante anterior. Figurativamente, um re-
trato da distribuic¸a˜o das fontes determina a distribuic¸a˜o
dos campos no mesmo instante de tempo.
2 Note que, de acordo com a lei de Gauss para o campo magne´tico
[c.f. Eq. 47], ~H precisa ser solenoidal e assim permanecera´ du-
rante toda a evoluc¸a˜o.
9D. As Equac¸o˜es de Poisson e de Laplace
1. A Equac¸a˜o de Poisson Escalar
Se ∇ × ~E = 0 (regime quasi-eletrosta´tico, [c.f. Eq.
46]), temos que ~E pode ser escrito como (c.f. “teorema
para campos irrotacionais”):
~E = −∇Φ. (83)
Tomando o divergente da eq. anterior e dada a lei de
Gauss [c.f. Eq. 44], temos que:
∇2Φ = − ρ
ǫ0
, (84)
chamada Eq. de Poisson escalar. Em problemas onde a
distribuic¸a˜o de cargas e´ dada, a avaliac¸a˜o de um campo
quasi-esta´tico e´ equivalente portanto a` avaliac¸a˜o de uma
sucessa˜o de campos esta´ticos.
Devido a` linearidade da eq. de Poisson, a mesma obe-
dece ao princ´ıpio da superposic¸a˜o, isto e´, dadas, por ex-
emplo, ρa e ρb, temos que: ρa + ρb ⇒ Φa +Φb.
Um volume elementar de carga na posic¸a˜o ~r ′ da´
origem a um potencial na posic¸a˜o ~r, cuja soluc¸a˜o da Eq.





4πǫ0 | ~r − ~r ′ |dV
′. (85)
2. A Equac¸a˜o de Poisson Vetorial
Dada a lei de Gauss para o campo magne´tico [c.f. Eq.
47], ∇ · µ0 ~H = 0, temos que (c.f. “teorema para campos
solenoidais”):
µ0 ~H = ∇× ~A. (86)
Por convenieˆncia, escolhamos o calibre de Coulomb:
∇ · ~A = 0. (87)
Assim, a lei de Ampe`re [c.f. Eq. 45] para o regime quasi-
magnetosta´tico fica:
∇× (∇× ~A) = µ0 ~J. (88)
Usando as Eqs. 157 e 87, temos a eq. de Poisson vetorial:
∇2 ~A = −µ0 ~J. (89)
Na verdade, sa˜o treˆs equac¸o˜es de Poisson escalares, uma
para cada componente de ~A. A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de
Poisson vetorial (com condic¸o˜es de contorno apropriadas)








| ~r − ~r ′ |dV
′. (90)
Observac¸a˜o: Se tormarmos o divergente da lei de
Ampe`re para campos quasi-magnetosta´ticos, notamos
que ∇ · (∇× ~H) = 0 = ∇ · ~J [c.f. Eq. 155], portanto as
distribuic¸o˜es de corrente neste caso sa˜o solenoidais.
3. A Equac¸a˜o de Laplace
E´ simplesmente dada quando ρ = 0 (na˜o em todo
espac¸o, pois neste caso ter´ıamos simplesmente V = 0 em
todo espac¸o; no caso em questa˜o estamos interessados
em ρ = 0 numa dada regia˜o, havendo cargas em outras
regio˜es):
∇2Φ = 0. (91)
Soluc¸o˜es da Eq. de Laplace sa˜o ditas “func¸o˜es
harmoˆnicas”. Possuem as seguintes propriedades (aqui
citadas para o caso 3D, com comportamento ana´logo para
2D, 1D):
• O valor de Φ num ponto P e´ dado pelo valor me´dio
de Φ numa superf´ıcie esfe´rica de raio R centrada
em P .
• Φ na˜o pode ter ma´ximos ou mı´nimos; valores ex-
tremos de Φ ocorrem nos contornos da regia˜o.
Primeiro teorema da unicidade: A soluc¸a˜o da Eq. 91
em uma dada regia˜o e´ unicamente determinada se Φ e´
uma func¸a˜o com valores especificados em todos os con-
tornos da regia˜o.
Exerc´ıcio 8: Demonstre o teorema anterior.
Soluc¸a˜o: Imagine uma regia˜o vazia cercada por uma
superf´ıcie fechada. Imagine que existam duas soluc¸o˜es
diferentes para o potencial, Φ1 e Φ2, pore´m ambas pos-
suindo os mesmos valores na superf´ıcie, Φ1(S) = Φ2(S).
Tome Φ3 = Φ1−Φ2. Note que: ∇2Φ3 = ∇2Φ1−∇2Φ2 =
0, pois ∇2Φ1 = 0 = ∇2Φ2 (sa˜o soluc¸o˜es da Eq. de
Laplace). Consequentemente, Φ3 tambe´m obedece a`
Eq. de Laplace, e mais, tem o valor zero na superf´ıcie:
Φ3(S) = 0, pois Φ3(S) = Φ1(S)− Φ2(S) = 0. Mas como
na˜o e´ permitido ma´ximos e mı´nimos, exceto na superf´ıcie,
e na mesma o valor de Φ3 e´ zero, segue que Φ3 = 0 em
toda parte, e portanto Φ1 = Φ2.
Corola´rio: O potencial Φ numa dada regia˜o e´ univo-
camente determinado se: (a) a densidade de carga na
regia˜o, e (b) o valor de Φ em todos os contornos, sa˜o
especificados. (A prova segue de maneira inteiramente
ana´loga ao exerc´ıcio anterior).
Observac¸a˜o: Quando a distribuic¸a˜o de cargas e´
fornecida em todo o espac¸o, a integral de superposic¸a˜o
[c.f. Eq. 85] pode ser usada para determinar o poten-
cial que satisfac¸a a Eq. de Poisson [Eq. 84]. No en-
tanto, ha´ casos onde a regia˜o de interesse e´ limitada por
superf´ıcies onde o potencial precisa satisfazer condic¸o˜es
de contorno especificadas (equipotenciais). Os teoremas
de unicidade podem ser usados para se obter a soluc¸a˜o
para o potencial, pois garantem que somente um poten-
cial para as dadas condic¸o˜es de contorno especificadas
pode existir. Te´cnicas como o “me´todo das imagens” po-
dem ser usadas para este fim. Essencialmente, consiste
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em substituir o problema por outro inteiramente difer-
ente, onde se tenta descobrir que distribuic¸a˜o de cargas,
externas a` regia˜o de interesse, faz com que o potencial
resultante gere a mesmas condic¸o˜es de contorno do prob-
lema original. Pelo teorema da unicidade, o potencial
equivalente assim encontrado tem que ser igual ao do
problema original. Um segundo me´todo para resolver as
Eqs. de Laplace e Poisson, mais direto, e´ o da “separac¸a˜o
de varia´veis”. E´ aplica´vel quando o potencial Φ (ou sua
derivada normal a` superf´ıcie ∂Φ/∂n) e´ especificado nos
limites de uma dada regia˜o, e deseja-se encontrar o po-
tencial no interior desta regia˜o.
E. Propriedade dos Condutores
• ~E = 0 no interior de um condutor. Isto e´, o campo
~Eind gerado pelas cargas induzidas por um campo
externo ~E0 tende a cancela´-lo no interior do condu-
tor.
• ρ = 0 no interior de um condutor [via item anterior
e lei de Gauss, Eq. 44].
• Quaisquer cargas excedentes residem na superf´ıcie
do condutor.
• Φ = constante, no condutor todo; a superf´ıcie de
um condutor e´ sempre um equipotencial. Sejam a
e b pontos quaisquer do condutor (no interior ou
na superf´ıcie do mesmo). Temos que Φ(b)−Φ(a) =
− ∫ b
a
~E · d~l = 0⇒ Φ(a) = Φ(b).
• ~E e´ perperdicular a` superf´ıcie do condutor, imedi-
atamente do lado de fora do mesmo.
Segundo teorema da unicidade: Numa regia˜o contendo
condutores e preenchida por uma densidade de carga es-
pecificada, o campo ele´trico e´ univocamente determinado
se a carga total em cada condutor e´ dada.
V. ONDAS ELETROMAGNE´TICAS
A. No va´cuo
Campos eletromagne´ticos podem existir em regio˜es
muito distantes de suas fontes porque podem se propagar
como ondas eletromagne´ticas, origina´rias do acoplamento
entre ~H e ~E. Examinemos este acoplamento availando
se as eqs. de Maxwell admitem como soluc¸a˜o particular
~E e ~H perpendiculares entre si, i.e., com componentes
dadas por:
Ex = f(z), Ey = 0, Ez = 0; (92)
Hx = 0, Hy = g(z), Hz = 0. (93)
Onde f(z) e g(z) sa˜o func¸o˜es quaisquer da coordenada
z. Note que ambos campos sa˜o solenoidais, de acordo








etc). Assim, na˜o ha´ cargas envolvidas, nem densidades





































































































que e´ uma equac¸a˜o de onda movendo-se na direc¸a˜o z com




≃ 3× 108 [m]/[s]. (103)









Qual a relac¸a˜o entre as amplitudes Ex e Hy? Note que
podemos utilizar para as func¸o˜es f(z) e g(z) formas sinu-
soidais, pois qualquer onda pode ser expressa como uma
combinac¸a˜o linear de ondas sinusoidais, sendo esta com-
binac¸a˜o tambe´m uma soluc¸a˜o para a equac¸a˜o de onda.
Logo podemos confinar nossa atenc¸a˜o para ondas sinu-
soidais de frequeˆncia ω e nu´mero de onda k. Assim,
~E(z, t) = Exe
i(kz−ωt)xˆ, (105)
µ0 ~H(z, t) = Hye
i(kz−ωt)yˆ. (106)
Mas a lei de Faraday [c.f. Eqs. 46 e 96] aplicada aos
campos acima impo˜e que:




B. Equac¸a˜o Geral de Onda: Eq. de Helmholtz
Vimos na sec¸a˜o anterior como obter a equac¸a˜o de onda
eletromagne´tica no va´cuo, assumindo soluc¸o˜es particu-
lares para ~E e ~H. Agora iremos deduzir a expressa˜o
geral, va´lida para propagac¸a˜o de ondas em meios mate-
riais lineares, isotro´picos, homogeˆneos e invariantes no
tempo, assumindo tambe´m que o meio na˜o possui cargas
livres, ∇ · ~D = 0 [c.f. Eq. 57].
Aplicando o rotacional em ambos os lados da lei de











Usando a lei de Ohm [Eq. 19] e inserindo a lei de Ampe`re













Usando a relac¸a˜o 157, e notando que o meio e´ livre
de cargas, obtemos finalmente a Equac¸a˜o de Onda de
Helmholtz para o campo ~E:







Uma expressa˜o similar pode ser obtida para o campo ~H.
Note que no va´cuo, σ = 0, donde recuperamos a Eq. 102.
C. Propagac¸a˜o, Reflexa˜o e Transmissa˜o em Meios
Lineares
Em meios lineares (homogeˆneos, isotro´picos, com ǫ e
µ independentes da posic¸a˜o e direc¸a˜o), a velocidade de








onde n e´ o ı´ndice de refrac¸a˜o. Suponha que o plano yz
forma uma fronteira entre dois meios (1 e 2). Uma onda
plana de frequeˆncia ω, viajando na direc¸a˜o x se aproxima
da interface pelo lado esquerdo (meio 1):










gerando uma onda refletida, que viaja de volta no meio
1,
~ER(x, t) = −ER0 ei(k1x−ωt)yˆ
µ1 ~H






e uma transmitida, que atravessa para o lado direito
(meio 2):
~ET (x, t) = ET0 e
i(k2x−ωt)yˆ
µ2 ~H







Em x = 0, os campos da esquerda conjuntamente de-
vem se unir aos da direita, de acordo com as condic¸o˜es
de contorno [c.f. sec¸a˜o sobre condic¸o˜es de continuidade e
deduc¸a˜o para meios lineares]. Como os campos na˜o pos-
suem componentes perpendiculares a` superf´ıcie de inter-
face, temos que estas condic¸o˜es sa˜o apenas para as com-






= 0⇒ ~E‖1 = ~E‖2
























⇒ EI0 − ER0 = βET0 , (116)
com β = (µ1ν1)/(µ2ν2). Como µ1 ∼ µ0 ∼ µ2, podemos
















Como a intensidade I e´ proporcional a` amplitude da onda
ao quadrado, pela expressa˜o I = ν2 ǫE
2
0 , temos que o co-


































Note que R+T = 1, tal como requerido pela conservac¸a˜o
de energia.
D. Constante de propagac¸a˜o, atenuac¸a˜o, constante
de fase, impedaˆncia
Consideremos campos harmoˆnicos no tempo, e.g.,












com fasor definido por ~Es ≡ ~E0(x, y, z)eiφ, onde φ e´ o
deslocamento de fase. Dado que ∂
~E
∂t




(iω)2 ~Es, e que as derivadas espaciais dependem apenas
de ~Es, a equac¸a˜o de Helmholtz nos fornece [c.f. 110]:
∇2 ~Es − γ2 ~Es = 0, (121)
com a constante de propagac¸a˜o definida por
γ =
√
iωµ (σ + iωǫ) = α+ iβ, (122)
onde α e´ dita atenuac¸a˜o da onda (unidades de
[Nepers][m]−1), e β e´ a constante de fase3 (unidades de
[rad][m]−1). Uma expressa˜o similar e´ obtida para campos
magne´ticos,
∇2 ~Hs − γ2 ~Hs = 0. (123)
Considerando uma onda plana polarizada na direc¸a˜o x e
se propagando na direc¸a˜o z, i.e, ~Es(z) = Ex,s(z)xˆ, pode-









E, pela lei de Faraday [c.f. 46], tambe´m nota-se facil-
mente que




3 Tambe´m conhecida como nu´mero de onda, k = 2π/λ.



























Note que, no espac¸o livre, ou va´cuo, na˜o ha´ cargas e
a condutividade e´ nula (σ = 0). Logo, a constante de
propagac¸a˜o [Eq. 122] fica:
γ =
√
iωµ (0 + iωǫ) = iω
√
µǫ = α+ iβ, (129)
donde α = 0 (o sinal na˜o atenua ao se propagar) e
β = ω
√
µǫ. Esta condic¸a˜o vale para qualquer meio sem
perdas, na˜o somente o va´cuo, mas como tambe´m para
um diele´trico perfeito. Note que esta expressa˜o concorda









Para o va´cuo, vimos que a velocidade de propagac¸a˜o e´ a
velocidade da luz [c.f. Eq. 103].
Para um diele´trico perfeito e na˜o-magne´tico (i.e., µr =












































Por fim, uma pequena observac¸a˜o quanto a raza˜o das
amplitudes dos campos, tal como expressa pela Eq. 127.






~Es = −ηuˆ× ~Hs (136)
(137)
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onde uˆ e´ o vetor unita´rio na direc¸a˜o de propagac¸a˜o da
onda. Note tambe´m que essas equac¸o˜es concordam com
os ca´lculos anteriores, onde partimos de soluc¸o˜es particu-
lares para os campos no espac¸o livre, uma vez que, facil-
mente se encontra pela Eq. 134 que η0 = µ0c. O que nos




Ex → Hy = 1
η0
Ex (138)
E. Propagac¸a˜o em meios com perdas; tangente de
perdas
Verifiquemos as expresso˜es das quantidades vistas na
sec¸a˜o anterior para o caso de materiais que apresentam
perdas (o sinal atenua ao se propagar no meio).
1. Diele´tricos
Para algumas aproximac¸o˜es, diele´tricos podem ser
tratados como diele´tricos perfeitos (i.e., sem perdas),
pore´m todos os diele´tricos apresentam perdas em al-
gum grau. A natureza das perdas tem origem em dois
fenoˆmenos (ou uma combinac¸a˜o destes):
• Perdas por condutividade finita. O campo ~E gera
uma corrente de conduc¸a˜o ~J = σ ~E [c.f. Lei de
Ohm, Eq. 19]. A presenc¸a de ~E e ~J gera dissipac¸a˜o
de poteˆncia (como calor) por meio da Lei de Joule
[c.f. Eq. 22]. Esta dissipac¸a˜o de poteˆncia atenua a
onda eletromagne´tica.
• Perdas por polarizac¸a˜o. Associadas a` energia
exigida pelo campo para movimentar dipolos “re-
lutantes”. Este mecanismo e´ proporcional a`
frequeˆncia.
Consideremos a permissividade complexa como:
ǫc = ǫ
′ − iǫ′′, (139)
onde:
• ǫ′: parte real de ǫc, i.e., ǫ′ ≡ ǫ = ǫrǫ0.
• ǫ′′: parte imagina´ria de ǫc, que se refere a`s perdas
por polarizac¸a˜o.
A partir das Leis de Ohm [c.f. Eq. 19] e de Ampe`re [c.f.
Eq. 45], aplicadas aos fasores do campo eletromagne´tico
harmoˆnico no tempo, obtemos:
∇× ~Hs = σ ~Es + iω(ǫ′ − iǫ′′) ~Es, (140)
ou
∇× ~Hs = [(σ + ωǫ′′) + iωǫ′] ~Es, (141)
onde podemos considerar uma condutividade efetiva,
σef ≡ σ + ωǫ′′, (142)
que inclui ambas as perdas (condutividade e polarizac¸a˜o).
As fo´rmulas para a constante de propagac¸a˜o [c.f. Eq.
122] e para a impedaˆncia [c.f. Eq. 128] continuam
va´lidas, aplicando-se σ → σef . Note que ambas quanti-
dades sa˜o complexas neste caso, e isso implica que a onda
ira´ atenuar devido a` α > 0 na constante de propagac¸a˜o,
e havera´ uma diferenc¸a de fase entre os campos ~E e ~H.
Determinemos as expresso˜es para α e β para um
diele´trico em geral, sem tecer considerac¸o˜es ainda sobre
perdas. Re-arranjando a expressa˜o 122, temos:
γ2 = −ω2µǫ + iωµσ = (α+ iβ)2 = (α2 − β2)+ i2αβ,
(143)
donde, igualando os termos reais e imagina´rios, e resol-























Ou seja, obtivemos a atenuac¸a˜o e a constante de fase
em termos dos paraˆmetros constitutivos de um material
diele´trico em geral. Para incluir efeitos de perda (carac-
terizados pela condutividade finita σ e a parte imagina´ria
ǫ′′), mais uma vez tomamos σ → σef nas fo´rmulas acima.
Note que para ondas harmoˆnicas no tempo a den-
sidade corrente de deslocamento da Lei de Ampe`re
[c.f. Eq. 45] e´ dada por (lembrando que ǫ = ǫ′):
~Jdes ≡ ∂ǫ′ ~E/∂t = iωǫ′ ~Es (uma quantidade puramente
imagina´ria), enquanto que a densidade de corrente de
conduc¸a˜o efetiva [c.f. Eq. 19] e´ dada por ~Jef = σef ~Es
(uma quantidade real). De acordo com a Eq. 141, temos
etna˜o:
∇× ~Hs = ~Jef + ~Jdes = ~Jtot (146)
A tangente de perdas (tan δ) e´ definida pela raza˜o das















O aˆngulo δ portanto fornece, no plano complexo, o aˆngulo
no qual ~Jdes esta´ adiantada com relac¸a˜o a` ~Jtot. Note
tambe´m que a tangente de perdas varia com a frequeˆncia.
Alguns casos a se considerar:
• “Bom” diele´trico (perdas baixas): σ → 0, logo
tan δ ≈ ǫ′′/ǫ′. Ou ainda, de maneira geral,
tan δ << 1, i.e., σef/ωǫ
′ << 1. Podemos utilizar
a aproximac¸a˜o (1 + x)n ≈ 1 + nx para x = σ/ωǫ





e β ≈ ω√µǫ.
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• “Bom” condutor: σ >> ωǫ′′ (excetuando em
frequeˆncias suficientemente elevadas), resultando
na aproximac¸a˜o tan δ ≈ σ/ωǫ′. Trataremos mais
em detalhes de condutores na pro´xima sec¸a˜o.
2. Condutores
Vimos que para condutores σ >> ωǫ, o que nos fornece
as seguintes aproximac¸o˜es para α e β:















i = (1 + i)/
√
2, e aplicando a
fo´rmula de Euler [c.f. Eq. 154], a aproximac¸a˜o anterior



















O campo magne´tico se encontra defasado em relac¸a˜o
ao campo ele´trico em 45o. Uma consequeˆncia de σ
grande e´ a reduc¸a˜o dra´stica na velocidade de propagac¸a˜o
ν = ω/β ≈
√
(2ω)/(µσ) e no comprimento de onda
λ = 2π/β ≈ 2
√
π/(fµσ). Uma grande atenuac¸a˜o sig-
nifica que a maior parte da energia da onda incidente
em um condutor sera´ refletida, e os campos tera˜o uma
pequena profundidade de penetrac¸a˜o no material.
F. Ondas TE, TM e TEM
Ondas eletromagne´ticas confinadas em um condutor
cilindrico oco (guia de onda) na˜o sa˜o geralmente transver-
sas, havendo componentes longitudinais. Isto ocorre
devido a`s condic¸o˜es de contorno no interior da parede
interna do condutor. Pode-se demonstrar que, para
uma onda eletromagne´tica propagando, por exemplo, na
direc¸a˜o x ao longo do condutor, as Eqs. de Maxwell
conjuntamente com as condic¸o˜es de contorno ( ~E‖ = 0 e
~B∗⊥ = 0) geram um par de equac¸o˜es desacopladas para as
componentes longitudinais Ex e B
∗
x. Se Ex = 0, as ondas
eletromagne´ticas sa˜o ditas TE (“transverse electric”) e se
B∗x = 0, sa˜o ditas TM (“transverse magnetic”). Se ambas
condic¸o˜es ocorrerem, Ex = 0 e B
∗
x = 0, sa˜o ditas ondas
TEM. Pode-se demonstrar que ondas TEM na˜o podem
ocorrer em um guia de onda oco.
G. Teorema de Poynting
O Teorema de Poynting afirma que a taxa de
decre´scimo da energia armazenada nos campos ele´tricos
e magne´ticos de um volume, menos a energia dissipada
pelo calor, tem que ser igual a` poteˆncia que deixa a su-
perf´ıcie fechada que limita este volume. A expressa˜o e´




( ~E × ~H) · d ~A = −
∫
V












Trata-se portanto de uma expressa˜o para a lei de con-
servac¸a˜o da energia em eletromagnetismo, e pode ser
obtida a partir das Eqs. de Maxwell. O vetor de Poynt-
ing instantaˆneo e´ dado por:
~P ≡ ~E × ~H. (152)
Representa a densidade e a direc¸a˜o do fluxo de poteˆncia
e tem unidades de [Watts][m]−2.
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A. Suma´rio das Leis de Maxwell











~H · d~l =
R
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TABLE III: Leis diferenciais no va´cuo
Gauss ∇ · ~D∗ = ρ
Ampe`re ∇× ~H = ~J + ∂
~D∗
∂t
Faraday ∇× ~E = − ∂
~B∗
∂t
Gauss Campo Mag. ∇ · ~B∗ = 0
Cons. carga ∇ · ~J = − ∂ρ
∂t
Ver as definic¸o˜es de ~B∗ e ~D∗ nas Eqs. 3, 24.
Emmeios materiais, basta fazer as substituic¸o˜es abaixo
usando as Eqs. 56, 66:
~D∗ → ~D
~B∗ → ~B
ρ → ρlivre (153)
As substituic¸o˜es correspondentes para o caso de meios
lineares e isotro´picos devem ser feitas usando as Eqs. 60
e 71.
B. Algumas fo´rmulas u´teis
eiθ = cos θ + i sin θ. (154)
∇ · (∇× ~F ) = 0. (155)
∇× (∇Φ) = 0. (156)
∇× (∇× ~F ) = ∇(∇ · ~F )−∇2 ~F , (157)
onde ∇2 ≡ ∇ · ∇.
∇ · ~r = 3. (158)






















Exerc´ıcio 9: Demonstre a Eq. 162 atrave´s da Eq. de
Poisson [Eq. 84] para uma carga pontual.
Soluc¸a˜o: O potencial ele´trico de uma carga pontual e´





A densidade de carga de uma carga pontual e´ dada por:
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